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Konverguje-li rada

pak konverguje i rada
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Piiklady

o0 n
@ Rada Z(_l)H:%—%—F%—%-i-

@
I
Rl
+

je absolutné konvergentni, nebot

1n+1 .
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Definice (pferovnani rady)
Bud' ¢ : N — N bijekce. Pak o radé

o0

Z Ap(n) = Ap(1) T Ap(2) T dp(3) T Ap(4) T Ap(s) T dpe) T -

n=1

fikdme, Ze vznikla pferovnanim rady

Zan231+a2+a3+34+35+35+....

n=1
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Definice (pferovnani rady)
Bud ¢ : N — N bijekce. Pak o fadé

o0
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n=1
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Definice (pferovnani rady)
Bud ¢ : N — N bijekce. Pak o fadé

o0

Z Ap(n) = Ap(1) T Ap(2) T dp(3) T Ap(4) T Ap(s) T dpe) T -

n=1

fikdme, Ze vznikla pferovnanim rady

d an=aitatatatatat....

n=1
o] o0 oo
> an konverguje absolutné = ) a,(n = >, an pro kaZdé prerovnani. J
n=1

n=1 n=1

o0 o0
> an konverguje neabsolutné == ) a,m # > an pro vhodné prerovnani. J

n=1 n=1 n=1
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Urcete soucet Leibnizovy rady 1 — % + % = % 4 % = % +....
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Urcete soucet Leibnizovy fady 1 — % + % — % + % — % +....

Reseni.

Pro posloupnost {s,}5°, ¢aste¢nych souctil nasi fady plati

1oy 1t !
Sop=1——+4--- =
2n 2 2n—1 2n
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Urcete soucet Leibnizovy fady 1— 5 + % — % + % — % +....
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Urcete soucet Leibnizovy fady 1— 5 + % — % + % — % +....

Reseni.

Pro posloupnost {s,}5°, ¢aste¢nych souctil nasi fady plati
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Urcete soucet Leibnizovy fady 1— 5 + % — % + % — % +....

Reseni.

Pro posloupnost {s,}5°, ¢aste¢nych souctil nasi fady plati
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Urcete soucet rady

ktera vznikla prerovnanim Leibnizovy rady.
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Urcete soucet rady

1 1 1 1 1

1 1
s =S —Sa_n = _ 2 ,
+3 2+5+7 4+9+11 +
ktera vznikla prerovnanim Leibnizovy rady.
Vime, ze
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 —
l-3+3-3+s-¢+t7-sgts-wta-uwts-—ut. - =h2
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Urcete soucet rady

1+1 1+1+1 1+1+1 1+
3 2 5 7 4 9 11 6

ktera vznikla prerovnanim Leibnizovy rady.

Vime, ze
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 —
l-53+35-3+ts5-s+t7-sts-wta-—wto—ut . =h2
1 1 1 1 1 1 1
t2 — 1 T8 ~ 8 * 10 -1 T i
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Urcete soucet rady

1+1 1+1+1 1+1+1 1+
3 2 5 7 4 9 11 6

ktera vznikla prerovnanim Leibnizovy rady.

Vime, ze

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 —
l-53+35-3+ts5-s+t7-sts-wta-—wto—ut . =h2
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Kliknutim na obrazek spustite animaci.
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V pfipadé problémil zkuste animaci spustit kliknutim na tento text.
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1.mov
Media File (video/quicktime)

https://homel.vsb.cz/~vod03/zbytek/MODAM_2023/animace/Leibniz-prerovnani1.gif

Animace 1
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Znazornéni posloupnosti &steénych souétii obou fad (n € {1,2,...,100}):

Petr Vodstréil (VSB TUO) Prerovnavani fad 9.6.2023


https://homel.vsb.cz/~vod03/zbytek/MODAM_2023/animace/Leibniz-prerovnani1.gif

Petr Vodstréil (VSB TUO) Prerovnavani fad 9.6.2023


https://homel.vsb.cz/~vod03/zbytek/MODAM_2023/animace/Leibniz-soucet0.gif

Petr Vodstréil (VSB TUO) Prerovnavani fad 9.6.2023


https://homel.vsb.cz/~vod03/zbytek/MODAM_2023/animace/Leibniz-soucet0.gif

0,8

0,6

0,4

0,2

Kliknutim na obrazek spustite animaci.

V pfipadé problémi zkuste animaci spustit kliknutim na tento text.
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ukol.mov
Media File (video/quicktime)

https://homel.vsb.cz/~vod03/zbytek/MODAM_2023/animace/Leibniz-soucet0.gif

14 | Znazornéni posloupnosti &asteénych souétil obou fad (n € {1,2,...,100}):
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Priklad
Uvazujme radu

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
TV VA VATV VBT VE VB VB Vo VI Vi

Urcete soucet jejiho prerovnani

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I+ -t =+ =~ ——+ —+ et =t = =t
V3. V2 VB VT VA V9 VI Ve VI3 V15 VB
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Priklad

Uvazujme radu

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
Rt A VAT BTVE BTVE VI v v

Urcete soucet jejiho prerovnani

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I+ —— 4+ —+——-—+—+ =t ===t
V3. V2 VB VT VA V9 VI Ve VI3 V15 VB

Reseni.

Oznac¢me {r,}5°, posloupnost &aste¢nych souctli prerovnané fady. Pak plati

2n ¢leni n &lent
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n &lent n &lent
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n &lent n &lend

Pravé jsme zjistili, ze r3, — +oo.
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n &lent n &lent

Pravé jsme zjistili, ze r3, — +oo.

Podobné jako v predchozim prikladu bychom ukazali, ze r, — +o0,
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n &lent n &lent

Pravé jsme zjistili, ze r3, — +oo.

Podobné jako v predchozim prikladu bychom ukazali, Zze r, — +o0, tzn.
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Reseni.

n &lent n &lent

Pravé jsme zjistili, ze r3, — +oc0.
Podobné jako v predchozim prikladu bychom ukazali, ze r, — 400, tzn.

1
+ —
V11

1 1
T 0= = == + = +o0.

1
Vi v

1+ — -
V3

1
+ -

+ +
V7

+

Sl =
Sl
=B
Sl-
Sl=
8-

| D
\

Poznamka

Lze ukdzat, Ze plvodni (nepferovnand) fada je (podle Leibnizova kritéria)
konvergentni (pfibliznd hodnota sou¢tu je 0,604899). Prerovnang frada je
divergentni (ma soucet nekonecno). Opét je to zplisobeno neabsolutni
konvergenci plvodni rady.

A
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Animace 3

n=1
4
3_
2_
Kliknutim na obrazek spustite animaci.
19
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1-2.mov
Media File (video/quicktime)

https://homel.vsb.cz/~vod03/zbytek/MODAM_2023/animace/odmocniny1.gif

Animace 3

1 1

T TS | ST | ST U 1— -+, 1,1

tn vt t AT vt Fl- Gt Gt BT
Znézornéni posloupnosti &asteénych soutl obou fad (n € {1,2,...,100}):

4_

3_

2_
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Animace 4  (dal$i prerovnani fady
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Animace 4  (dal$i prerovnani fady

0,84

0,6

0.4+

0,2 Kliknutim na obrazek spustite animaci.

1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

-0,2 -

V pfipadé problémi zkuste animaci spustit kliknutim na tento text.
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oscilace.mov
Media File (video/quicktime)
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Animace 4  (dal$i prerovnani fady

-G vt Bt Bt AT BT Ve vet vt vat ety tvn T )
I Znazornéni posloupnosti éasteénych souétii prerovnané fady (n € {1,2,...,100}):
1,2 H
1,0 4
0,8
0,6
0,4
0,2
0
100
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Animace 4  (dal$i prerovnani fady

-G vt Bt Bt AT BT Ve vet vt vat ety tvn T )
I Znazornéni posloupnosti éasteénych souétii prerovnané fady (n € {1,2,...,100}):
1,2 H
1,0 4
0,8
0,6
0,4
0,2
’ {If 2‘& z?O 9‘0 1(‘)0

-0,2 2 ™ e
I Prerovnana rada osciluje. I
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Priklad

Uvazujme radu

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 — 4+ — _ — 4T
22—’—32 42+52 62+72 824_92 1O2+112 122+
a jeji prerovnani
1+1 1+1+1 1+1+1 1+1+1 1+
32 22 52 72 42 92 112 62 132 152 g 7

Urcete, v jakém vztahu jsou soulty obou rad.
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Priklad

Uvazujme radu

22732 4 52 6 72 g ' 9 102 112 122 7

a jeji prerovnani

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
§—§+?+ﬁ T = = T s =

1 _ = _ =
* e VPR I EA TR

+ ...

Urcete, v jakém vztahu jsou soulty obou rad.

v
Reseni.

Pivodni fada je absolutné konvergentni (plyne napfiklad z integralniho kritéria). Proto Zadnym
prerovnanim takové rady soucet nezménime. To znamen3d, Ze soucty obou fad jsou stejné. O

v
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Priklad

Uvazujme radu

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

i S — S S
2 TR gt g gte @t 122

a jeji prerovnani

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L e ol b e e

2 2'E @ IE @ 1 s g

Urcete, v jakém vztahu jsou soulty obou rad.

Reseni.

| \

Pivodni fada je absolutné konvergentni (plyne napfiklad z integralniho kritéria). Proto Zadnym
prerovnanim takové rady soucet nezménime. To znamen3d, Ze soucty obou fad jsou stejné. O

Poznamka

Lze ukazat, ze

T S
22 32 42 52 @2 72 8 92 102 112 122 12 ‘
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Animace 5

1 _ 1, 1,1 1,1, 1 =71+, 1,1 1,1 1
1"'32 Ptz -—gtetm 1 rTe gt gtz gt J
n=1.
1,1
1,0-®
0,9
Kliknutim na obrazek spustite animaci.
0,8
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

V pfipadé problémil zkuste animaci spustit kliknutim na tento text.
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2.mov
Media File (video/quicktime)

https://homel.vsb.cz/~vod03/zbytek/MODAM_2023/animace/kvadraty.gif

Animace 5

1 1 1 1 1 1 1 = 1 1 1 1 1 1 1
1"'32 Ptz -—gtetm e = rTe gt gtz gt J
Znézornéni posloupnosti &aste¢nych soutl obou fad (n € {1,2,...,100}):
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Animace 6 (Kazda geometricka fada s kvocientem g € (—1,1) je absolutné konvergentni.)

(16)' + (1)’ = ()° + ()°+ ()" = ()* +--- () = ()°+ ()’ — () + ()~ ]
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Animace 6 (Kazda geometricka fada s kvocientem g € (—1,1) je absolutné konvergentni.)

@@ @@ @@= @@ GG @)
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Animace 6 (Kazda geometricka fada s kvocientem g € (—1,1) je absolutné konvergentni.)

@@ @@ @@= @@ GG @)

0,6

Kliknutim na obrazek spustite animaci.

0,4

0,2 1

T T T T T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

V pfipadé problémii zkuste animaci spustit kliknutim na tento text.
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geom.mov
Media File (video/quicktime)

https://homel.vsb.cz/~vod03/zbytek/MODAM_2023/animace/geom.gif

Animace 6 (Kazda geometricka fada s kvocientem g € (—1,1) je absolutné konvergentni.)

@@ @@ @@= @@ GG @)

| Znazornéni posloupnosti éasteénych souétti obou fad (n € {1,2,...,100}): I

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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onus — rada prevracenych hodnot prvodisel % + % + % + % + % + % + % + % + ...

Petr Vodstréil (VSB TUO) Pterovnavani fad



— ¥ A eEm 4 r,1,1,1, 1,1, 1,1
Bonus — tada prevracenych hodnot prvoéisel FAFgrs s mIrm D @ aoes

Bud {p;}°, =2,3,5,7,11, ... posloupnost vsech prvocisel. Pak

=1
ZE:'FOO.

i=1
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oy v v TR TR N 1 1 1 1
Bonus — tada prevracenych hodnot prvoéisel gzt m I m e A Foee

Véta
Bud {p;}°, =2,3,5,7,11, ... posloupnost vsech prvocisel. Pak

T Pi
v
Diikaz.
Necht n € N, n > 2, je ddno a necht p, ..., px jsou vSechna prvocisla, kterd neprevysuji n.
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Bonus — tada prevracenych hodnot prvoéisel gzt m I m e A Foee

Bud {p;}°, =2,3,5,7,11, ... posloupnost vsech prvocisel. Pak

T Pi
v

Diikaz.
Necht n € N, n > 2, je ddno a necht p, ..., px jsou vSechna prvocisla, kterd neprevysuji n.
Pak

1 1 1 1 1 1 1 1

lap=dpocogr= < (L4 = = .00 L4k =9k = AFoon J)ooo [ L4k = 9 =5 Fuoe
2 n p1 Py P2 P; Pk Pj
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Bonus — tada prevracenych hodnot prvoéisel gzt m I m e A Foee

Bud {p;}°, =2,3,5,7,11, ... posloupnost vsech prvocisel. Pak

T Pi
v
Diikaz.
Necht n € N, n > 2, je ddno a necht p, ..., px jsou vSechna prvocisla, kterd neprevysuji n.
Pak
1 1 1 1 1 1 1 1
lap=dpocogr= < (L4 = = .00 ILoE = Se o SR || son | Thar == o = araaa || =
2 n p1 Py P2 P; Pk Pj
1 1 1
:1_L'1_L ..... T
P1 P2 Pk
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Bonus — tada prevracenych hodnot prvoéisel gzt m I m e A Foee

Véta

Bud {p;}°, =2,3,5,7,11, ... posloupnost vsech prvocisel. Pak
— 1
PES
3 Pi
v
Diikaz.
Necht n € N, n > 2, je ddno a necht p, ..., px jsou vSechna prvocisla, kterd neprevysuji n.
Pak
1 1 1 1 1 1 1 1
lap=dpocogr= < (L4 = = .00 ILoE = Se o SR || son | Thar == o = araaa || =
2 n p1 Py P2 P; Pk Pj
—_ 1 1 ..... 1 frd Pl . p2 ..... Pk
- 1 1 1 o _ _
1—E 1—5 l_ﬁ p1—1 pp—1 pr—1
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Bonus — tada prevracenych hodnot prvoéisel gzt m I m e A Foee

Bud {p;}°, =2,3,5,7,11, ... posloupnost vsech prvocisel. Pak

T Pi
v
Diikaz.
Necht n € N, n > 2, je ddno a necht p, ..., px jsou vSechna prvocisla, kterd neprevysuji n.
Pak
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lap=dpocogr= < (L4 = = .00 ILoE = Se o SR || son | Thar == o = araaa || =
2 n p1 Py P2 P; Pk Pj
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S(Hml—l)'(szl—l) """ (Hpkl—l)’

obrazek 1
In(n+1) "< 14

S|
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Zlogaritmujeme-li nerovnost
obrazek 1 1 1 1
S (1 + ) . (1 + ) ..... (1 + ) ’
p1—1 p2—1 Pk —1

In(n+1) "< 14

S|

dostaneme
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Zlogaritmujeme-li nerovnost

obrazek 1 1 1 1 1
In(n+1) < 1+7+~~-+f§(1+ )~<1+ ) ~~~~~ (1+ )
2 n p1—1 p2—1 px—1

dostaneme

In(In(n+ 1)) Siln <1+ 1 )

pi—1
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Zlogaritmujeme-li nerovnost

obrazek 1 1 1 1 1
In(n+1) < 1+7+~~-+f§(1+ )~<1+ ) ~~~~~ (1+ )
2 n p1—1 p2—1 px—1

dostaneme

K o
in(in(n+ 1) <3 (14 1) “E Y

i—1 Pi — o pi—1
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Zlogaritmujeme-li nerovnost

obrazek 1 1 1 1 1
In(n+1) < 1+7+~~-+f§(1+ )~<1+ ) ~~~~~ (1+ )
2 n p1—1 p2—1 px—1

dostaneme

K Lk K
In(ln(n+1))§2ln <1+ Al 1) obr%zekz A1 §2Zi.-
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Zlogaritmujeme-li nerovnost

obrazek 1 1 1 1 1
In(n+1) < 1+—+~~-+—<(1+ )~<1+ ) ~~~~~ (l—i— ),
2 n p1—1 p2—1 px—1

dostaneme

ks 1 obrazek ke 1 ks 1
In(In(n+1)) <> In (1+ 1) < > <2y~
i=1 pi —

= pi—1 — pi
Odtud

k
Zl > %In(ln(n—l—l))

i— Pi
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Zlogaritmujeme-li nerovnost

obrazek 1 1 1 1 1
In(n+1) < 1+—+~~-+—<(1+ )~<1+ ) ~~~~~ (l—i— ),
2 n p1—1 p2—1 px—1

dostaneme

ks 1 obrazek ke 1 ks 1
In(In(n+1)) <> In (1+ 1) < > <2y~
i=1 pi —

= pi—1 — pi
Odtud

k11
E—>7In In(n+1)) — +oo.
Pl (int )
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Zlogaritmujeme-li nerovnost

obrazek 1 1 1 1 1
In(n+1) < 1+7+~~-+f§(1+ )~<1+ ) ~~~~~ (1+ )
2 n p1—1 p2—1 Pk —1
dostaneme
K ) K K
brézek 1 1
in(In(n+1)) <3 In (1+ ) S PEENPTS o}
= pPi — = pi—1 1 Pi
Odtud
k11
Z— > = In(In(n+1)) — +oo.
Pl

Poznamka

| D
A

Rada prevracenych hodnot prvocisel ma soucet nekonecno, ale posloupnost
¢asteénych souctd této rady roste extrémné pomalu (jesté mnohem pomaleji nez
posloupnost ¢astenych souétii harmonické fady).

A
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Srovndni grafli posloupnosti ¢aste¢nych souctil rady prevracenych hodnot
prvocisel a harmonické fady ,;s vynechanou cifrou 3
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»Cervend fada” ma pritom nekoneény soucet, zatimco ,,modra rada" konverguje. J
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Dékuji za pozornost !!!
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