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Up°esn¥ní názvu

Disclaimer: Z°eknutí se názvu

�Rubikova kostka snadno?� To asi ne. . .
Snadn¥j²í je najít algoritmy pro °e²ení na internetu.
Víme, co máme d¥lat, jen nevíme, pro£ to funguje.
Snadn¥j²í je p°edat úkol n¥komu jinému. PNJ, v originále SEP
Snadn¥j²í je vyuºít hotové nástroje.

Rubikova kostka rychle?
Nejrychlej²í postupy jsou známy (�Gods number� 20 tah·).
Rychlej²í je p°edat úkol n¥komu, kdo algoritmy zná.
Rychlej²í je vyuºít hotové nástroje.

Pro£ tato p°edná²ka?
Jak postupy skládání popsat?
Nebudeme pot°ebovat ani limity, ani derivace, ani integrály, . . .
Jak postupy samostatn¥ vymyslet?
Ukáºeme my²lenku, stejnou lze vyuºít pro mnoho hlavolam·.
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R·zné hlavolamy lze °e²it podobn¥.
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Up°esn¥ní názvu

P°ehled p°edná²ky

1 Up°esn¥ní názvu

2 Popis pohyb· Rubikovy kostky
Zcube
Rubikova kostka 1× 3× 3

3 Skládání malých kostek
Zcube
Rubikova kostka 1× 3× 3
GAP

4 Skládání Rubikovy kostky
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Popis pohyb· Rubikovy kostky / Zcube

Zápis pohyb· Rubikovy kostky (permutace)
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Zcube
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Popis pohyb· Rubikovy kostky / Zcube

Zcube má

rozm¥r 1× 2× 2,

jen 6 r·zných rozmíchání,

�nejsloºit¥j²í� rozmíchání vyºaduje pro sloºení jen 3 tahy,

extrémn¥ jednoduchý algoritmus na sloºení � ¤ábl·v algoritmus.

Je to ²ikovný hlavolam pro ukázku vlastností a obecného popisu.
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Popis pohyb· Rubikovy kostky / Zcube

Popis tah· Zcube

1 2

3

4

5 6

7 8

9

10

11 12

13 14

15 16

O£íslujeme nálepky.

Kaºdý pohyb odpovídá permutaci nálepek.
Permutace nakreslíme a zapí²eme.
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1 2

3

4

5 6

7 8

9

10

11 12

13 14

15 16

1 2

3

4

5 6

7 8

9

10

11 12

13 14

15 16

1 2

3

4

5 6

7 8

9

10

11 12

13 14

15 16

1 2

3

4

5 6

7 8

9

10

11 12

13 14

15 16

4↔ 10 7↔ 14 8↔ 13 11↔ 12

F =

1 2 4 7 8 10 11 12 13 14
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
1 2 10 14 13 4 12 11 8 7


F = (4 10)(7 14)(8 13)(11 12)
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Popis pohyb· Rubikovy kostky / Zcube

�ty°i základní pohyby

Oto£ení p°ední st¥ny

F = (4 10)(7 14)(8 13)(11 12),

Oto£ení zadní st¥ny

B = (1 2)(3 9)(5 16)(6 15),

Oto£ení pravé a levé st¥ny

R = (2 12)(6 14)(8 16)(9 10),

L = (1 11)(3 4)(5 13)(7 15).
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Popis pohyb· Rubikovy kostky / Zcube

Srovnání

Zcube

4 oto£ení st¥n,

6 r·zných rozmíchání,

24 pokud po£ítáme p°evrácení hlavolamu jako dal²í rozmíchání,

maximáln¥ 3 tahy (pro jediné rozmíchání).

Rubikova kostka

6 r·zných oto£ení,

43 252 003 274 489 856 000 r·zných rozmíchání,
(43 · 1018, 43 trilión·)

maximáln¥ 20 tah· má sta£it (pro 490 milión· rozmíchání).
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Popis pohyb· Rubikovy kostky / Zcube

Historie �Boºského £ísla�

(V�B � TU Ostrava) Rubikova kostka obtíºn¥ a zdlouhav¥ 16 / 40



Popis pohyb· Rubikovy kostky / Zcube

�ábl·v algoritmus

Posloupnost ²esti tah· R,F,R, F,R, F projde v²echna rozmíchání.

�áblovým algoritmem lze kostku d°íve nebo pozd¥ji sloºit.

(V�B � TU Ostrava) Rubikova kostka obtíºn¥ a zdlouhav¥ 17 / 40



Popis pohyb· Rubikovy kostky / Zcube

�ábl·v algoritmus

Posloupnost ²esti tah· R,F,R, F,R, F projde v²echna rozmíchání.

�áblovým algoritmem lze kostku d°íve nebo pozd¥ji sloºit.
(V�B � TU Ostrava) Rubikova kostka obtíºn¥ a zdlouhav¥ 17 / 40



Popis pohyb· Rubikovy kostky / Zcube

�ábl·v algoritmus

Kombinací oto£ení v²ech £ty° st¥n aº 24 stav·, n¥které ekvivalentní.
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Popis pohyb· Rubikovy kostky / Rubikova kostka 1 × 3 × 3

Floppy cube.
(V�B � TU Ostrava) Rubikova kostka obtíºn¥ a zdlouhav¥ 19 / 40



Popis pohyb· Rubikovy kostky / Rubikova kostka 1 × 3 × 3

Floppy cube má
rozm¥r 1× 3× 3,

192 r·zných rozmíchání,
st°edový dílek �xujeme, 4 r·zná oto£ení,
�nejsloºit¥j²í� rozmíchání, které vyºaduje 8 tah· (�God's number�),
nap°íklad F, R, L, B, R, F, B, L
rohové dílky nelze na míst¥ oto£it:
na výchozí a protilehlé pozici �stejn¥� oto£ené, na zbylých dvou
�opa£n¥� oto£ené.
hranové/st¥nové dílky lze oto£it pouze v páru:
oto£it lze 0, dva nebo 4 hranové dílky, tzv. �sudé permutace� .
Legálními tahy nelze oto£it lichý po£et hranových dílk·.

Jaký je celkový po£et moºných rozmíchání s uváºením zm¥ny tvaru?
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Popis pohyb· Rubikovy kostky / Rubikova kostka 1 × 3 × 3

Popis £ty° tah· Floppy cube

1 2 3

4

5

6

7 8 9

10 11 12

13 14 15

16

17

18

19 20 21

22 23 24

25 26 27

28 29 30

F = (6 18)(13 24)(14 23)(15 22)(19 21),

B = (1 3)(4 16)(7 30)(8 29)(9 28),

L = (1 19)(4 6)(7 22)(10 25)(13 28),

R = (3 21)(9 24)(12 27)(15 30)(16 18).
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Popis pohyb· Rubikovy kostky / Rubikova kostka 1 × 3 × 3

Je znám �ábl·v algoritums

�ábl·v algoritmus má 192 tah·.
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Skládání malých kostek

Skládání malých kostek (symetrie)
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Skládání malých kostek / Zcube

Jak poskládat Zcube?

Pokus � omyl? Spí² pokus � úsp¥ch!

Jeden (libovolný) dílek zvolíme a pevn¥ uchopíme.

Postupn¥ st°ídav¥ otá£íme zbývající st¥ny.

Nap°íklad R, F, R, F, R, F

Dostaneme v²ech 6 r·zných rozmíchání, mezi nimi práv¥ jednou
poskládaná Zcube.
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Nap°íklad R, F, R, F, R, F

Dostaneme v²ech 6 r·zných rozmíchání, mezi nimi práv¥ jednou
poskládaná Zcube.
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Skládání malých kostek / Rubikova kostka 1 × 3 × 3

Jak poskládat Floppy cube?

St°edový dílek pevn¥ za�xovaný.

Hranové dílky nelze p°esunovat, jen otá£et.

Postupným otá£ením £ty° st¥n (R, L, F, B) posuneme rohové dílky
na místo.

P°ipomínám: rohové dílky nelze ²patn¥ oto£it na správném míst¥!

Pokud jsou i hranové dílky správn¥ oto£eny, jsme hotovi.
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Skládání malých kostek / Rubikova kostka 1 × 3 × 3

Jak poskládat Floppy cube?

Pokud ne (2 nebo 4 dílky oto£eny jinak), oto£íme dva hranové dílky
sou£asn¥.

Vyuºijeme znalost Zcube: ¤ábl·v algoritmus R, F, R, F, R, F
6 krok· postupn¥ rozmíchá a vrátí rohové dílky zp¥t,
hranové dílky na R a F oto£í 3× (¤ábl·v algoritmus je oto£í).

P°ípadn¥ oto£íme dal²í dvojici sousedních hranových dílk·.

V²imn¥te si:
Nezávisle °e²íme zvlá²´ hranové a zvlá²´ rohové dílky.
Vyuºíváme toho, ºe n¥která �rozmíchání� nelze dosáhnout.
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Skládání malých kostek / GAP

Software GAP

Pro£ popis pomocí cykl·?

je stru£ný a p°ehledný,
poskytuje dal²í informace: °ád permutace,
standard i pro popis v programu GAP.

Vyuºití v GAPu:

gap> G:=SymmetricGroup(30);

Sym( [ 1 .. 30 ] )

gap> F:=(6,18)(13,24)(14,23)(15,22)(19,21);

gap> B:=(1,3)(4,16)(7,30)(8,29)(9,28);

gap> L:=(1,19)(4,6)(7,22)(10,25)(13,28);

gap> R:=(3,21)(9,24)(12,27)(15,30)(16,18);

gap> K:=Subgroup(G,[R,L,F,B]);

gap> Order(K);

192
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Skládání Rubikovy kostky

Rohlíkem neopije²

Chceme opravdickou Rubikovu kostku!
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Skládání Rubikovy kostky

Skládání Rubikovy kostky

(V�B � TU Ostrava) Rubikova kostka obtíºn¥ a zdlouhav¥ 29 / 40



Skládání Rubikovy kostky

M¥jme jakoukoliv Rubikovu kostku, tuºku a papír.
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Skládání Rubikovy kostky

P°edpokládáme

n¥které z 43 252 003 274 489 856 000 p°ípustných rozmíchání,

6 oto£ení F,B,R,L, U,D a 6 proti sm¥ru F ′, B′, R′, L′, U ′, D′,
umíme sestavit první vrstvu.
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Skládání Rubikovy kostky

Ná² postup nebude nejrychlej²í moºný
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Skládání Rubikovy kostky

Nejd·leºit¥j²í £ást p°edná²ky

Jak vymyslet vlastní algoritmy?
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Skládání Rubikovy kostky

Dv¥ klí£ová pozorování

První jednoduché(!) pozorování:

kdyº provedeme jakoukoliv posloupnost tah· T1, T2, . . . , Tn,

a potom provedeme opa£nou posloupnost opa£ných tah·
T ′n, T

′
n−1, . . . , T

′
1

dostaneme výchozí stav.

Nap°íklad: R,F, L,B a potom B′, L′, F ′, R′.

Druhé zásadní(!) pozorování:

1 pokud posloupnost tah· ud¥lá °ízenou zm¥nu v první vrstv¥,

2 potom první vrstvu o kousek pooto£íme,

3 posloupnost tah· pozpátku ud¥lá opa£nou zm¥nu (s jiným dílkem).

4 Zbývající £ást kostky se nejprve rozhází (1) a pak sloºí (3) zp¥t!

Pár p°íklad·.
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T ′n, T

′
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′
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dostaneme výchozí stav.

Nap°íklad: R,F, L,B a potom B′, L′, F ′, R′.

Druhé zásadní(!) pozorování:

1 pokud posloupnost tah· ud¥lá °ízenou zm¥nu v první vrstv¥,
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Skládání Rubikovy kostky

Oto£ení rohového dílku

Pozor: nelze oto£it jen jeden rohový dílek, vºdy alespo¬ dva (opa£n¥).

Nap°íklad (URF) proti sm¥ru a (ULF) po sm¥ru.
Oto£íme pouze jediný dílek v horní vrstv¥; libovolný postup,
nap°íklad R′DRD′R′DR.
Postup si zapí²eme. Rozházení zbývajících vrstev nevadí!
Pooto£íme horní vrstvu v poºadovaném sm¥ru U , U ′ nebo 2U .
Postup z prvního kroku provedeme pozpátku R′D′RDR′D′R.
Rozházení zbývajících vrstev se opraví! Zbývá oto£it U .
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Skládání Rubikovy kostky

Oto£ení hranového dílku

Pozor: op¥t nelze oto£it jen jeden hranový dílek.
Vºdy alespo¬ dva!.

Chceme nap°íklad oto£it (UF) a (UR).

oto£íme (UF); nap°íklad RL′F 2R′LDRL′F ′R′L,

oto£íme horní vrstvu ve sm¥ru U (oto£í se je²t¥ UR)),

postup z prvního kroku pozpátku L′RFLR′D′L′RF 2LR′U ′.
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Skládání Rubikovy kostky

Prohození dvou rohových dílk·

Chceme nap°íklad prohodit (URF) a (URB). Oto£ení to komplikuje. . .
N¥jakým postupem prohodíme (URF) a (URB).
Oto£íme horní vrstvu U .
Postup z prvního kroku provedeme pozpátku: (ULF) ↔ (URF).

Celkov¥ prohodí t°i dílky: (ULF), (URF) a (URB).

Prohodíme (URF) a (URB); nap°íklad B′D′BD′R′DRD2RD′R′.
Oto£íme horní vrstvu ve sm¥ru U .
Postup z prvního kroku pozpátku RDR′D2R′D′RDB′DB + U ′.
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Skládání Rubikovy kostky

Podobn¥ dal²í p°ípady

Analogicky:

prohození hranových dílk·,

oto£ení st°edových(!) dílk·

i dal²í symetrické hlavolamy . . . (pokud nem¥ní tvar)

Shrnutí:

máme n¥které z p°ípustných rozmíchání,

umíme popsat p°ípustné tahy (a m·ºeme je zapsat),

umíme sestavit první vrstvu.

Pak m·ºeme objevit sloºit¥j²í algoritmy.

Skoro jist¥ ne nejrychlej²í, asi ne elegantní, ale na²e.
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Skládání Rubikovy kostky

Podobn¥ dal²í p°ípady

Zkuste sami.
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D¥kuji za pozornost.
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D¥kuji za pozornost

Petr Ková°

V�B � Technical University of Ostrava

petr.kovar@vsb.cz

MODAM 9.6. 2023, Ostrava
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