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Aproximace spojité funkce polynomy na intervalu

o feC((0,1)), f =p, kde p € P ... mnoZina viech polynom;

o f =p, tzn. Ze ||f — p|| je malé.
Klitovd otdzka:

Co rozumime symbolem | f — p||?



o UkaZme si (pro ilustraci) dvé& riizné normy na C (0,1)) :
f— = f(x) —
o [If =gl = max [f(x) —g(x)l,

o If —gll, = Jy If(x) — g(x)]dx,

a definujme (pro n € N, n > 1) na intervalu (0, 1) funkce

n3

x pro0<x <,
f(x) =0, gn(x) =< 2n—nx pro 1 <x< 3,
x=0 pron%gxgl.

Pak
o |If —gnlly :==n — 400 pro n — +oo,

o |[f—gnll,: =1 —=0 pron— +oo.






Nepresng, ale presné...
Aproximace spojité funkce polynomy na intervalu

Lagrangeiiv interpola&ni polynom

V praxi Casto pracujeme se spojitymi (pfipadné& hladkymi) funkcemi, které jsou
dany pouze hodnotami v urcitych bodech (ziskanymi naptiklad mé&¥enim).
P¥edpokladejme, Ze zndme hodnoty funkce f v navzdjem riiznych bodech

X0, X1, -.-, Xn € R takovych, Ze

a=x<x1<x<---<x,=b.

Zadejme si (ikol: aproximovat hodnoty funkce f v ostatnich bodech intervalu (a, b).

o D3 se ukdzat, Ze existuje pravé jeden (tzv. Lagrangeiiv) polynom nejvyZe
n-tého stupn& takovy, Ze p(xx) = f(xk) pro kazdé k € {0,1, ..., n}, a to

H(X—XJ)

P¥iklad pro n = 2:

PIx) = Gl F00) + Lot ) + ol ),

xo—x1)(X0—x2 x1—x0)(x1—x2 xo—x0)(x2—x1)



f(x)=|xl, x€(-11).

2
422 .Z;

o Linearni interpolace ... funkci f aproximujeme na kazdém z intervalii
(Xk» Xk+1) linedrni funkei danou body (xk, f(xk)), (Xk+1, f(xk+1)), tj.
Lagrangeovym polynomem prvniho ¥adu.




o Interpolace kubickymi spline — funkcemi ... d3 se ukdzat, Ze existuje pravé
jedna funkce p takova, ze

o v kazdém intervalu (xk, xk+1) splyvd p s n&akym polynomem nejvy3e tfetiho
stupné;

p, p', p” jsou spojité na (a, b);

©

©

p(xk) = f(x«) pro kazdé k € {0,1, ..., n};

pl/(a) — p//(b) — 0

©




Nepresng, ale presné...
Aproximace spojité funkce polynomy na okoli bodu

te¢na
Aproximace spojité funkce polynomy na okoli bodu

o Bud f: R—R, f(x):= lim f8=10) ¢ R Pak primka

x—xp X
y = f(x0) + f'(x0)(x — x0)
je te¢nou grafu funkce f sestrojenou v bod& (xo, f(xg)), tzn. Ze funkce
T(x) := f(x0) + f'(x)(x — x0)
je nejlepsi linedrni aproximaci funkce f v ,,blizkosti* bodu xg.

Co to znamena?
o To znamend, Ze ze viech funkci p(x) := ax + b, kde a, b € R, bude chyba
R(x) = F(x) — p(x)
(nejmensi) pro x ,blizké" xo pravé tehdy, bude-li

p(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0).

Co to znamend?



o Prvni ndpad - poZadavek:

lim R(x) = XIi_)mXO [f(x) = p(x)]

X—>X0

[f(x) = (ax+ b)] = 0.

= lim
X—X0
To v3ak bude pravda pro libovolné a € R a b:= f(xp) — axo.

o Druhy (a konetn& dobry napad) - pozadavek:

im RO) _yy F) = (axtb)

X=X X — Xo X—>X0 X — Xo

0.

Tato podminka je totiz ekvivalentni s volbou
a:=f'(xo), b:=f(x0)— f'(x0)xo,

tzn.
p(x) = f(x0) + ' (x0)(x — xo)-



Nepresng, ale presné...
]—Apvoximace spojité funkce polynomy na okoli bodu

Taylorova véta

Véta (Taylorova).
Necht f € C™! (xp — 8, xo + 6). Pak pro funkci

Rit1(x) = f(x) — Ta(x),
kde
To(x) := f(x0) + F'(x0)(x — xp) + - -+ + — =~

platf

lim LH(X)" — 0.
x—=x0 (X — xp)

Navic: pro kazdé x € (xo — d,xo + 9) \ {xo} existuje & leZici mezi body x a xg
takové, Ze

f(n+1)(£) X )n+1
(n+ 1! '

Rosa(x) = (x—



Ptiklad.
Bud f(x) :=sinx, xp =0.
Pak 3,5 2n+1
X . X"
T2n+2(X)—X—§+__"'+(—1) —(2n+1)|

Navic Ize dokdzat, Ze pro kazdé x € R je lim T,(x) =sinx,
n—oo

tzn.
X2n+1

Vx eR: sinx = Z(—l)"—.
— (2n+1)!

sin(22) = nango Ta(22) = Ts0(22).



T50 (X) :

X

g, L 5 4 g. L g ! 11 ! 13 ! 15 ! 7_

S THE Doy S5y W - x - ® x
6 120 5040 362880 39916800 6227020800 1307674368000 355687428096000

! 19 1 21 1 3 ! 25

- +
121645100408832000 51090042171709440000 25852016738884976640000  15511210043330985984000000
t 27 1 29 L 31

i =
10838869450418352160768000000 §841761993739701954543616000000 §222838654177922817725562880000000
1 33 1 35

$683317618811886495518194401280000000 10333147966386144929666651337523200000000
1 AL 1 3
13763753091226345046315979581580902400000000 20397882081197443358640281739902897356800000000
1 SAEL, 1 13
33452526613163807108170062053440751665152000000000 60415263063373835637355132068313997307264312000000000
! A5
119622220865480194561963161495657715064383733760000000000
1 =
238623241511168180642964355153611979969197632389120000000000
! 40
608281864034267560872252163321295376887552831379210240000000000

sin(22) = Tso(22) = 159, 1841143



14

y=T_,(x)
i’ Y ®BSNS 2 L

y=sin(x)




sin(22) = sin(22 — 87) = T1o(22 — 8- 3, 14159)

1 1 1 1
T . ts3,. L 5 7 9
100) = x = X"+ 1555 ~ 5040% * 362880~

sin(22) — T10(22 — 8 - 3, 14159) = 0, 0067

sin(22) = —sin(22—77) = — T1(22—7-3, 14159) = —(22—7-3,14159) = —0, 00887

sin(22) — (—0,00887) = 0,0000187



Dékuji vdm za pozornost!
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