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Aproximace spojité funkce polynomy na intervalu

f ∈ C (〈0, 1〉) , f
.

= p, kde p ∈ P ... množina všech polynomů;

f
.

= p, tzn. že ‖f − p‖ je malé.

Kĺıčová otázka:

Co rozuḿıme symbolem ‖f − p‖?
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Ukažme si (pro ilustraci) dvě r̊uzné normy na C (〈0, 1〉) :

‖f − g‖1 := max
x∈〈0,1〉

|f (x)− g(x)|,

‖f − g‖2 :=
∫ 1

0
|f (x)− g(x)| dx ,

a definujme (pro n ∈ N, n > 1) na intervalu 〈0, 1〉 funkce

f (x) := 0, gn(x) :=


n3x pro 0 ≤ x < 1

n2 ,

2n − n3x pro 1
n2 ≤ x < 2

n2 ,

x = 0 pro 2
n2 ≤ x ≤ 1.

Pak

‖f − gn‖1 := n → +∞ pro n→ +∞,

‖f − gn‖2 := 1
n
→ 0 pro n→ +∞.
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Weierstrassova věta

Věta (Weierstrassova, 1885).

Necht’ f ∈ C (〈0, 1〉). Pak pro každé ε > 0 existuje polynom p takový, že

‖f − p‖1 := max
x∈〈0,1〉

|f (x)− p(x)| < ε.
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Lagrange̊uv interpolačńı polynom

V praxi často pracujeme se spojitými (p̌ŕıpadně hladkými) funkcemi, které jsou
dány pouze hodnotami v určitých bodech (źıskanými nap̌ŕıklad mě̌reńım).
Předpokládejme, že známe hodnoty funkce f v navzájem r̊uzných bodech
x0, x1, ... , xn ∈ R takových, že

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b.

Zadejme si úkol: aproximovat hodnoty funkce f v ostatńıch bodech intervalu 〈a, b〉.

Dá se ukázat, že existuje právě jeden (tzv. Lagrange̊uv) polynom nejvýše
n-tého stupně takový, že p(xk) = f (xk) pro každé k ∈ {0, 1, ... , n}, a to

p(x) :=
n∑

i=0

∏
j 6=i

(x − xj)∏
j 6=i

(xi − xj)
f (xi ).

Př́ıklad pro n = 2:

p(x) := (x−x1)(x−x2)
(x0−x1)(x0−x2) f (x0) + (x−x0)(x−x2)

(x1−x0)(x1−x2) f (x1) + (x−x0)(x−x1)
(x2−x0)(x2−x1) f (x2).
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lineárńı interpolace

Lineárńı interpolace ... funkci f aproximujeme na každém z interval̊u
〈xk , xk+1〉 lineárńı funkćı danou body

(
xk , f (xk)

)
,
(
xk+1, f (xk+1)

)
, tj.

Lagrangeovým polynomem prvńıho řádu.
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interpolace kubickými spline – funkcemi

Interpolace kubickými spline – funkcemi ... dá se ukázat, že existuje právě
jedna funkce p taková, že

v každém intervalu 〈xk , xk+1〉 splývá p s nějakým polynomem nejvýše ťret́ıho
stupně;

p, p′, p′′ jsou spojité na 〈a, b〉;

p(xk) = f (xk) pro každé k ∈ {0, 1, ... , n};

p′′(a) = p′′(b) = 0.
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tečna

Aproximace spojité funkce polynomy na okoĺı bodu

Bud’ f : R→ R, f ′(x0) := lim
x→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

∈ R. Pak p̌ŕımka

y = f (x0) + f ′(x0)(x − x0)

je tečnou grafu funkce f sestrojenou v bodě
(
x0, f (x0)

)
, tzn. že funkce

T (x) := f (x0) + f ′(x0)(x − x0)

je nejlepš́ı lineárńı aproximaćı funkce f v
”
bĺızkosti“ bodu x0.

Co to znamená?

To znamená, že ze všech funkćı p(x) := ax + b, kde a, b ∈ R, bude chyba

R(x) := f (x)− p(x)

(nejmenš́ı) pro x
”
bĺızké“ x0 právě tehdy, bude-li

p(x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0).

Co to znamená?
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tečna

Prvńı nápad - požadavek:

lim
x→x0

R(x) = lim
x→x0

[
f (x)− p(x)

]
= lim

x→x0

[
f (x)− (ax + b)

]
= 0.

To však bude pravda pro libovolné a ∈ R a b := f (x0)− ax0.

Druhý (a konečně dobrý nápad) - požadavek:

lim
x→x0

R(x)

x − x0
= lim

x→x0

f (x)− (ax + b)

x − x0
= 0.

Tato podḿınka je totiž ekvivalentńı s volbou

a := f ′(x0), b := f (x0)− f ′(x0)x0,

tzn.
p(x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0).
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Taylorova věta

Věta (Taylorova).

Necht’ f ∈ C n+1 (x0 − δ, x0 + δ). Pak pro funkci

Rn+1(x) := f (x)− Tn(x),

kde

Tn(x) := f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x − x0)n,

plat́ı

lim
x→x0

Rn+1(x)

(x − x0)n
= 0.

Nav́ıc: pro každé x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} existuje ξ lež́ıćı mezi body x a x0

takové, že

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)n+1.
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Taylorova věta

Př́ıklad.

Bud’ f (x) := sin x , x0 = 0.
Pak

T2n+2(x) = x − x3

3!
+

x5

5!
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n + 1)!
.

Nav́ıc lze dokázat, že pro každé x ∈ R je lim
n→∞

Tn(x) = sin x ,

tzn.

∀x ∈ R : sin x =
∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

(2n + 1)!
.

sin(22) = lim
n→∞

Tn(22)
.

= T50(22).
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Taylorova věta

T50(x) :=

sin(22)
.

= T50(22)
.

= 159, 1841143
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sin(22) = sin(22− 8π)
.

= T10(22− 8 · 3, 14159)

T10(x) = x − 1

6
x3 +

1

120
x5 − 1

5040
x7 +

1

362880
x9

sin(22)− T10(22− 8 · 3, 14159)
.

= 0, 0067

sin(22) = − sin(22−7π)
.

= −T1(22−7·3, 14159) = −(22−7·3, 14159)
.

= −0, 00887

sin(22)− (−0, 00887)
.

= 0, 0000187
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Taylorova věta

Děkuji vám za pozornost!
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